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1. INTRODUCCION

En el presente trabajo se analizan algunos métodos iterativos en la re-
solucién de sistemas de ecuaciones lineales y se propone un algoritmo mixto
de aceleracidn de la convergencia, con el objeto de reducir el tiempo de eje-
cucidn de un programa de computacidn para la solucién de problemas técnicos

mediante el método de Elementos finitos,

En la utilizacién del mencionado método, que los autores han adoptado
para el andlisis del comportamiento estructural de presas de gravedad, sé
llega al planteo de un sistema de ecuaciones lineales, donde la matriz es
simétrica, positiva definida, con diagonal dominante en algunas filas, y ba-
jo ciertas condiciones, banda. Cada nodo del modelo discretizado posee ‘tres
grados de libertad y el orden del sistema resulta bastante grande cuando se
pretende disefiar modelos relativamente densos en elementos finitos. En las
figuras 1, 2, 3y 4 se muestran perspectivas esquemiticas de los modelos de
un dique de gravedad en arco, con 79, 151, 354 y 867 nodos respectivamente,
que fueron procesados para cuatro estados de solicitacidén (peso propio, pre-
sidn hidrostética, variacidn térmica y efecto sismico); vale decir que se
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Figura 2
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requirié, en cada caso la resolucidn de un sistema de ecuaciones, con cuatro

términos independientes.

El cardcter banda de la matriz no es del todo aprovechable en cascs CO-
mo el descripto, ya que aun cuando se logre una Optima numeracidén de los no-
dos, el ancho de la banda conduce a requerimientos de memoria muy grandes

(del orden de tres megabytes en el caso del modelo mostrado en la fig. 4.

Otra caracteristica de la matriz es la de presentar relativamente muy
pocos coeficientes no nulos, pues el nimero de los mismos, en cada fila, no
supera 57. Justamente esta condicidn de matriz rala permite un sustancial
ahorro de memoria de miquina, mediante su compactacién en un vector pero &
costa de la imposibilidad de utilizar procedimientos directos en ia resolu-
ci6n, generalmente mis rdpidos y precisos que los métodos iterativos. Un
excelente analisis de los procedimientos iterativos y antecedentes de los

mismos, es presentada por Jennings (1)

A continuacidn se describen los resultado obtenidos con la aplicacitn
de los algoritmos de Gauss-Seidel, de aceleracién de la convergencia de
Liusternik, sucesivas sobre relajaciones (SC.R) con la determinacidn del coe-
ficiente Gptimo mediante el método de Carré y el de gradientes conjugados;
asimismo 1os autores muestran los resultado obtenidos a través de la aplica-

cién de Liusternik al método S.0.R de Carré.

Para tal efecto se utilizé un sistema de 270 ecuaciones lineales cuya
matriz posee 1614 coeficientes no nulos positivos, con un mdximo de seis por
fila, y con 40 filas con diagonal no dominante. Este sistema elegido para
las pruebas de los algoritmos mencionados tiene solucidn exacta con todas sus

incégnitas iguales a la unidad.
2, ALGORITMO DE GAUSS-SEIDEL

Describimos el sistema lineal con la conocida notacidn incidial de ma-

trices:

ajé. Xp = éj- (2.1)



donde ajk son los coeficientes de la matriz del sistema, siendo j el in-
dice de fila, k el de columna; X) es el vector de las incOgnitas; bj el
vector de los términos independientes.

El denominado método de Gauss-Seidel de un punto consiste en-aplicar:
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donde x(l))' x(1+1) indican los valores de las incdgnitas en la itera-

cidn i e i+1, respectivamente; n es el orden del sistema.

| Como es sabido,el método de Gauss-Seidel es convergente cuando a., es
simétrica, definida positiva, con a..>0, Tal es el caso de la denominada
.. ~ 7 ..

"matriz de rigidez" del Método de Elementos Finitos.

Para el comienzo del proceso de cilculo se adoptd el vector inicial
xj(o) con todas sus componentes nulas.

En virtud de 1a simplicidad‘del método, no se considera necesario in-
- cluir un diagrama de flujo del proceso.

En la pdgina A.3 del Apéndice se transcriben los valores de las 270 in-
cognitas del sistema, obtenidas con 205 iteraciones; el proceso se 1imitd con

una prueba de mdxima diferencia relativa

(4) () (i ‘
&= /é}m/ = [% ‘(2}6’ IS 0.00007, con Ay
% % - (23)

Es habitual designar a 6j vector desplazamiento en una iferacién.

Se observa que la incdgnita X1gg alcanza el valor de menor precisién:
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0.996734 o sea con un ervor relative 0.00327.

3. ALGORITMO DE LIUSTERNIK

Dentro del grupo de las técnicas de aceleracién de la convergencia se
destaca por su sencillez el método de L.A. Liusternik, que consiste en u-

tilizar la siguiente expresiodn:

fy.;. (fﬂ) _ % { ’5.) %{v - J

R v A A cB)
Vi
e 1)) (4 {3) (%) (5-1)
siendo /fe://g /f/fig //’, con [M '//‘,Zj/%j‘xj/ o

El procedimiento consiste en realizar un cierto nimero de iteraciones
con la expresidn (2.2), que es el algoritmo de Gauss-Seidel, y aplicar las
expresionés kS.Z)ny (3.1) con el objeto de mejorar la convergencia; en la
formula (3.1)'§‘§1+]) es el nuevo vector de las incdgnitas para las sucesi-

vas iteraciones. En la pdgina A.1 del Apéndice se muestra el respectivo dia-

Con el sistema de prueba de 270 ecuaciones se aplicd esta técnica cada
10 iteraciones; los valores sucesivos del coeficiente de Liusternik y las
inc6gnitas se muestran en las piginas A.4 y A.5 del Apéndice. Cabe destacar
que la incdgnita X19g continGia siendo la mis alejada del valor exacto, con
un error relativo por exceso de 0.00331, del mismo orden que el resultante

con Gauss-Seidel.
4, ALGORITMO DE SOBRE RELAJACION DE CARRE

El procedimiento de las sucesivas sobre relajaciones (SOR) consiste en

aplicar la siguiente expresidn: -

= (4+1) (1) (1) )y :
xJ?‘!: xj+w(xj —;.CJ)/ con 1<y n
: (4.1)
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en la que w es el denominado factor de relajacién, constante real; cuando

es positiva y mayor que la unidad se produce sobre relajacién,

El método consiste en utilizar la expresidn (2.2) (Gauss-Seidel de un pun-
to) y a continuacién, en cada iteracién, la férmula (4.1). El problema re-
side en conocer a priori el llamado "factor de relajacidn 6ptimo', wop’ que

maximiza la rapidez de la convergencia,

El algoritmo de Carré es un procedimiento que permite estimar wop durante
el transcurso mismo del proceso de resolucién del sistema, con una especial
ventaja cuando se requiere las soluciones con distintos términos indepen-

dientes, toda vez que w__ no depende de ellos.

op
El algoritmo de Carré se describe en el diagrama de flujo que se muestra

en la pagina A.2 del Apéndice.

Al aplicar este método al sistema de prueba se alcanzd la condicidn de sa-
lida (2.3) con 52 iteraciones, 4 mis que con el algoritmo de Liusternik. No
obstante se comprueba una ventaja mas importante al observar los valores al-
canzado por las incgnitas (pig. A.6 de; Apéndice): las raices X198 ¥ Xy14°
que son las afectadas de mayor error, muestran ahora una diferencia relati-
va de 0.00023, vale decir un grado de precisién diez veces mayor que con

Liusternik.
5. ALGORITMO DE GRADIENTES CONJUGADOS

Una fundamentacién del método puede obtenerse en Jennings (1) quien pro-

pone el siguiente proceso para una iteracidn:

(4) ~
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los valores iniciales (para 1=0) son:

() o L. . (o) |

El vector inicial x(g) es tomado usualmente nulo.

Los resultados obtenidos en la aplicacidn de este algoritmo, al sis
tema de 270 ecuaciones, se muestra en la pigina A.7 luego de 42 iteracio-
nes. La incdgnita x,qq Tesulta, tambien en este caso, la mds alejada decl

valor exacto, cCOn un €rror por €xceso de 0.00208.
6. ALGORITMO MIXTO

Los autores realizaron una experiencia mumérica que consistid en a-

plicar la técnica de aceleracién de la convergencia (Liusternik) al proce-
dimiento de Carré, logriandose la convergencia con tan solo 32 iteraciones

obteniéndose una precisiér e 0.00003 sefialada por la misma incégnita xq9g,

como se muestra en la pagirnc 1.8,
7. TIEMPOS DE EJECUCION

Con el objeto de realizar comparaciones entre los distintos algc rit
mos, se considerd necesario correr los programas bajo las mismas condicio-

nes, obteniéndose los tiempos indicados en la Tabla N° 1 en la que se acig
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nd valor 1 al tiempo correspondiente al método mixto.

TABLA N° 1 _
Algoritmo Tiempo relativo
Mixto 1
Gradlentes ConJug 1.52
Carré LT
Liusternik 2.12
Gauss-Seidel O 7.44

8. CONCLUSIONES

Del andlisis de los resultados obtenidos se observa que el algorit
A,mo propuesto por los autores tiene ventajas frente a los restantes, tanto
en cantidad de iteraciones, para satisfacer una requerida tolerancia, como
en tiempo de ejecucidn; asimismo la precisién que se alcanza es del mismo

orden que en los restantes. No obstante ello se considera necesario reali-
~zar pruebas exhaustivas con el objeto de asegurar sus posibilidades de a-
plicacidn,
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ACELERACION DE LA CONVERGENCIA EN LA RESOLUCION ITERATIVA

DE SISTEMAS LINEALES, MEDIANTE SOBRE RELAJACION.
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